LICZBA (gr. dpopog [arithmos], tac. numerus, od indoeuropejskiego rdzenia,
oznaczajacego udziat lub porcje, gr. véuog [nomos]) — jedno z podstawowych
poje¢ ludzkiego poznania wystepujace juz w czasach prehistorycznych,
rozwinigte w takich dziedzinach kultury, jak nauka (matematyka, fizyka),
filozofia (logika, epistemologia) oraz religia (symbolika religijna).

Pojgcie 1. w matematyce mialo zasadnicze znaczenie cywilizacyjne dla
ludzkosci; oddziatywato tez z filozofia, modyfikujac poglady na temat tego, co
ponadzmystowe.

Geneza porEcia  LiczBY. Na podstawie danych etnograficznych i
lingwistycznych mozemy wnioskowaé, ze prototypem pojecia 1. byly wzorce
rachunkowe (naturalne 1 sztuczne), takie jak anatomiczne czgsci ludzkiego
ciatla (najczgsciej palce u rak i nog), pateczki i kamyki, ale takze ciata
niebieskie (m.in. Ksigzyc). Nie dysponowano jeszcze abstrakcyjnym pojeciem
l. jako wyniku pewnego rachunku, a jedynie ustanawiano wzajemna
jednoznaczna odpowiednio$¢ pomigdzy liczonymi przedmiotami i ustalonym
wczesniej zbiorem, stuzacym za podstawg tej operacji. Dysponowano
nazwami, shuizacymi do okreslenia pewnej liczby obiektow, ale nie
abstrakcyjnym pojgciem 1., o czym $wiadczy m.in. to, iz w wielu jezykach
prymitywnych zachowaty si¢ odrgbne nazwy na t¢ sama 1. roznych obiektow.
Wynik rachunku wyrazany byl w takich przypadkach przez podanie licznosci
badanego zbioru w jednostkach zbioru-wzorca (np. przedmiotéw jest tyle, ile
Ksigzycow, oczu, palcow u reki lub nacigé, np. na kosciach upolowanych
zwierzat). Z tego typu pojeciem l. spotykamy si¢ juz w okresie neolitu.
Uogolnianie pierwotnego pojecia 1. dokonywalo si¢ w ramach wielkich
cywilizacji rozwijajacych si¢ w dorzeczach rzek, m.in. Nilu, Gangesu, Tygrysu
1 Eufratu, przez tworzenie wigkszych 1. jako zlozenia — najcze$ciej dodawania
— 1. mniejszych (np. 14 uzyskiwano badz jako sume¢ 10 i 4, badZ jako rdznicg
1511).

SystEmy NuMmERACH. Zasady zapisu l. za pomoca znakdéw zw. cyframi
nazywamy systemem numeracji. Z punktu widzenia historii matematyki
mozemy wyrdézni¢ nastgpujace zasady: addytywna, subtraktywna i1
multiplikatywna. Numeracja addytywna jest najbardziej pierwotna i odpowiada
zasadom rachunku ustanawiajacego jednoznaczna zalezno$¢ przez

wprowadzenie kilku podstawowych znakow, np. 1, 10, 100. Zasada
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subtraktywna ustanawia, ze zestawienie kolejnych znakow liczbowych xy, z
ktorych wartos$¢ liczbowa x < y, oznacza roéznicg ich wartosci liczbowej y — x.
Natomiast wg zasady multiplikatywnej zestawienie znakow liczbowych xy
oznacza iloczyn ich wartosci liczbowych. Z zasada multiplikatywna spotykamy
si¢ w systemie pozycyjnym.

Po raz pierwszy konsekwentnie zastosowany system numeracji pozycyjnej
zostal zastosowany w matematyce babilonskiej w pot. III tysiaclecia przed Chr.
Babilonski system liczbowy byl ukladem sze§c¢dziesiatkowym. W takim
systemie podstawa jest 1. 60. Systemy pozycyjne, ale o innych podstawach,
zostaly odkryte przez Majow ok. IV w. po Chr. (o podstawie 20 i z symbolem
,0” wprowadzonym na poczatku V w. po Chr.) oraz Hinduséw ok. VI w. po
Chr. (o podstawie 10 1 symbolem ,,0” z konca IX w. po Chr.). Oryginalny
system numeracji wystgpujacy w Mezopotamii stuzyt zarazem do wyrazania 1.
catkowitych, jak 1 utamkowych (utamki sze$cdziesiatkowe) i nie posiadat
znaku rozdzielenia pomigdzy jednostkami réznych rzedow. W pdzniejszym
okresie — ok. pot. I tysiaclecia przed Chr. — pod wptywem rozwoju metod
komputacyjnych w astronomii wprowadzono znak rozdzielania odpowiadajacy
zeru w systemie hindusko-arab., ale uzywano go wylacznie do oznaczenia
pustych miejsc wewnatrz 1., nigdy na koncu. System ten zostat zaadoptowany
przez Grekéw w okresie hellenistycznym i wykorzystany m.in. w astronomii
(Ptolemeusz). Z kolei system hinduski zostal zastosowany przez Arabow,
ktorzy system znakow (wraz z zasadami rachowania) wprowadzony przez
Hinduséw nazwali rachunkiem ind. (hisab al-Hind). System ten z uwagi na
wyjatkowe mozliwosci komputacyjne szybko rozpowszechnit si¢ w krajach
muzulmanskich, a przez europejskich kupcéw dotart na Zachod. Przelomem w
rozpowszechnieniu systemu numeracji hindusko-arab. bylo ukazanie si¢ w
1202 Liber abaci Leonarda z Pizy (Fibonaciego). Ksiega abaku zawierata w
przystepny sposob wylozone zasady systemu hindusko-arab., a takze pelna
arytmetyke oraz algebrg rownan liniowych i kwadratowych.

Odmiana systemu pozycyjnego byl sposob przedstawiania wielkich 1.
zaproponowany przez Archimedesa. W pracy pt. Youuitng [Psammites] (O
sposobie liczenia ziarnek piasku) Archimedes wypracowal oryginalny system
pozwalajacy wyrazi¢ dowolnie wielkie 1. bez stosowania notacji wyktadniczej,

natomiast z wykorzystaniem specjalnego ukladu nazw rzedéw dziesigtnych.
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Archimedes konstrukcj¢ swojego sytemu liczbowego doprowadzil do okresu
miriado-miriadowego, dowodzac tym samym, ze nie tylko mozna wyrazi¢ za
pomoca odpowiedniej nazwy (i symbolu) liczbg ziaren piasku na Ziemi, ale i w
sferze, ktorej promieniem byla dwcze$nie wyznaczona odleglo$¢ do tzw.
gwiazd statych. Wynik ten byt waznym etapem w rozwoju pojgcia
nieskonczonosci, gdyz dowodzil, ze mozna pojeciowo przedstawi¢ (policzy¢) 1
wyrazi¢ za pomoca liczby w danym systemie notacji (numeracji) obiekty,
ktérych liczno$¢ intuicyjnie wydaje si¢ nieskonczona. Konsekwencja tych
wynikow byto to, ze pojgcie nieskonczonosci zostato odniesione wytacznie do
obiektow abstrakcyjnych (niematerialnych) juz w okresie starozytnym, ale
symbol stuzacy do wyrazania poj¢cia 1. nieskonczonej pojawit si¢ dopiero w
czasach nowozytnych. Symbol « (pochodzacy od znieksztatcenia symbolu m,
uzywanego alternatywnie do zapisu 1. ,,1000” w systemie numeracji
rzymskiej), stosowany takze wspotczesnie, zostat zaproponowany przez ang.
matematyka J. Wallisa (1616—1703).

Eworucia poigcia LiczBy. Zmiany koncepcji 1. zakladanej na gruncie
matematyki byly najczg$ciej warunkowane przekonaniami filozoficznymi.
Jednoczesnie rozwoj pojecia 1., wymuszany najczeSciej potrzebami praktyki
komputacyjnej, wptywat na jej filozoficzna interpretacje, modyfikujac status
ontologiczny tej centralnej kategorii matematyki (arytmetyki). Przy probach
zdefiniowania matematyki 1. traktowano najczesciej jako gldéwny (obok pojgcia
figury geometrycznej) przedmiot matematyki. Status ontyczny 1. okreslat nie
tylko przedmiot matematyki, ale takze wplywal na pojmowanie same;j
matematyki. Uogdlnianie pojgcia 1. odbywato si¢ najczgsciej spontanicznie i
dopiero w czasach nowozytnych u§wiadomiono sobie, ze wiasnosci dziatan na
1. sa bardziej pierwotne od pojgcia 1. Wiasnosci te okreslaja pewnego typy
struktury (grupa, pierscien, ciato), natomiast l. sa jedynie elementami tych
struktur, ktore niekoniecznie musza dziedziczy¢ cechy przypisywane tzw. l.
naturalnym. Prawdopodobnie pierwszym matematykiem, ktory podat warunek
— nazwany pozniej (w 1867) przez H. Hankela ,,zasada permanentno$ci praw
formalnych” byt C. Wessel (1745—-1818). W praktyce warunek ten oznacza, iz
przy uogoélnianiu pojgcia 1. nalezy tak zdefiniowal dziatania na nowych
obiektach, by zostaly zachowane wszystkie prawa dziatan okres$lone dla 1.

naturalnych.
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L. naturalne. Faktycznie zakladana na gruncie matematyki koncepcja 1.
zwigzana byla z pojawieniem si¢ abstrakcyjnego pojecia  zbioru
symbolizujacego dowolna konkretna 1. Uogolnienie pojgcia 1. okazato si¢
jednak problemem, ktérego rozwiazanie wymagato zmiany pogladéw na temat
sposobu istnienia bytdw matematycznych. Do konca XVIII w. wsrdd
matematykow dominowato przekonanie, zgodnie z ktorym 1. naturalne nalezy
pojmowac jako zbiory jednosci. Interpretowano je zatem jako tzw. 1. gldwne,
aczkolwiek podzial liczebnikéw na gtéwne (kardynalne) i porzadkowe znany
byt juz matematykom babilonskim i egip., a terminy ,,numeralia cardinalia” 1
,humeralia ordinaria” pojawiaty si¢ w tekstach matematycznych co najmniej
od poczatku VI w. po Chr. H. Grassmann w 1861 rozwinat idee G. W. Leibniza
l. porzadkowej, ale zasadnicze rezultaty otrzymat dopiero G. Cantor, ktory
przez wprowadzenie (w 1878) pojecia mocy zbioru byt w stanie wyjasni¢
roznice pomi¢dzy mocami a typami dla zbioréw nieskonczonych. Dzigki jego
pracom stato si¢ jasne, dlaczego 1. naturalne w réwnym stopniu charakteryzuja
zbiory skonczone zardwno w aspekcie ilo§ciowym, jak i porzadkowym.

Waznym etapem w dziejach pojecia 1. byla praca G. Fregego (Die
Grundlagen der Arithmetik. Eine logisch-mathematische Untersuchung iiber
den Begriff der Zahl, Br 1884), w ktoérej na gruncie logicyzmu (w rownym
stopniu dystansujac si¢ od empiryzmu, formalizmu i konstruktywizmu) pojgcia
arytmetyczne redukowal do poje¢ logicznych. W ramach tego redukcjonizmu
catla arytmetyka l. naturalnych zostala sprowadzona do logiki. Definiujac
liczby naturalne na gruncie logiki Frege wykorzystal, wprowadzone wcze$niej
przez Cantora, pojgcie rownoliczno$ci zbiordéw, ale zbiory utozsamial z
pojeciami interpretowanymi realistycznie. Koncepcja 1. w ujeciu Fregego
ugruntowana zostata na pojgciu rownolicznosci zakresow. Wg Fregego 1.
nalezy rozumie¢ jako klas¢ abstrakcji od relacji rownolicznosci: ,,[...] liczba,
ktéra przyshuguje pojeciu F [welche dem Begriff F' zukommt], jest to zakres
pojecia rownoliczny z pojeciem F” (cyt. za: Filozofia matematyki. Antologia
tekstow klasycznych, Pz 1994% 185). Rozwinieciem strategii logicyzmu w
zakresie teorii 1. naturalnych byty prace R. Dedekinda, zwt. jego Was sind und
was sollen die Zahlen? (Brau 1888, 1965'’), w ktorej opracowat teorig . i

indukcji zupelnej oraz aksjomatyke arytmetyki 1. naturalnych, wspolczesnie
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znang jako aksjomatyka Peano, aczkolwiek do dzi§ nie jest rozstrzygnigty
problem niezalezno$ci wynikow wt. matematyka.

Precyzyjnie problem skonstruowania arytmetyki na podstawie
aksjomatycznej postawil juz Leibniz. Pod jego wplywem, ale zgodnie z
panujacymi w XVIII w. pogladami na dydaktyke matematyki, usitowano
wyktadowi arytmetyki nada¢ aksjomatyczno-dedukcyjny charakter. W tym
celu nasladujac lub wprost przejmujac niektore aksjomaty z Elementow
Euklidesa, usitowano dowodzi¢ m.in. takich prawd arytmetycznych, jak 2 + 2
= 4. Przyczyna niepowodzen zamierzen ufundowania arytmetyki 1. naturalnych
na jakims$ systemie aksjomatow stata si¢ zrozumiala dopiero po udowodnieniu
twierdzen limitacyjnych, zwl. za$ twierdzenia K. Gddela (1932), wg ktorego w
kazdym sformalizowanym systemie zawierajacym arytmetyke liczb
naturalnych mozna sformulowaé poprawnie tezy, ktorych ani prawdziwosci,
ani falszywos$ci nie mozna dowieS¢ na podstawie przyjetego systemu
aksjomatow.

L. naturalne znalazly si¢ tez w centrum zainteresowania programu
,arytmetyzacji’ algebry i analizy, zainicjowanego przez L. Kroneckera (1823—
1891). Matematyk ten w swoich pracach rozwinat zunifikowang teori¢ roznych
rodzajéow 1., w ktorej punktem wyjscia byla pierwotna intuicja liczby
naturalnej. Poglad ten znalazl aforystyczny wyraz w jego powiedzeniu: ,,Die
ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk”
(,,Liczby naturalne stworzyt Bog, wszystko inne jest dzietem cztowieka” — cyt.
za: R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow, Wwa 1995, 98). Prace
Kroneckera sytuowaly si¢ w gldéwnym nurcie programu systematyzacji
matematyki, ktory byl rozwinigciem niektorych idei (logicyzm) Leibniza i
polegal na sprowadzeniu wszystkich matematycznych teorii do jednej —
podstawowej. Poczatkowo sadzono, ze taka teoria jest arytmetyka 1.
naturalnych, ale juz od lat 80. XIX w. — pod wptywem prac G. Cantora, R.
Dedekinda 1 G. Fregego — okazato sig, ze funkcje teorii podstawowej moze
peli¢ teoria mnogosci. Dopiero jednak na poczatku XX w., po
zaksjomatyzowaniu teorii mnogosci przez E. Zermelo, mozliwe stalo si¢
zredukowanie arytmetyki l. naturalnych do teorii mnogosci i podanie modelu 1.
naturalnych w jezyku zaksjomatyzowanej teorii mnogosci. Tym samym pojgcie

1., zwk. pojgcie 1. naturalnej, nie byto juz najbardziej podstawowym pojeciem
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matematycznym (obok pojecia  wielkoSci  geometrycznej). Bardziej
podstawowym okazalo si¢ pojecie zbioru. Stad wniosek, ze przedmiotem
matematyki sa nie tyle l. 1 figury geometryczne, co zbiory.

L. catkowite 1 wymierne. Rozszerzenie pojgcia 1. naturalnej w
pierwszej kolejnosci dotyczyto 1. ujemnych. Rachunki na takich 1. byly
wykonywane juz w ramach algebry rozwijanej przez Diofantosa (III w. po
Chr.) oraz matematykow hinduskich (m.in. Arybhat¢ ok. V w. po Chr.). L.
ujemne wykorzystywali takze matematycy arab., ale niejasne byty podstawy
dzialan wykonywanych na tych abstrakcyjnych obiektach. W celu
zaakceptowania tych tworow jako pelnoprawnych 1. prébowano nada¢ im
okreslone interpretacje. Najcze$ciej interpretowano je jako dlug, ale Girard 1
Kartezjusz przedstawili geometryczna interpretacj¢, wg ktorej 1. ujemne to
odcinki skierowane przeciwnie do tych, ktére reprezentowaty 1. dodatnie
(naturalne). Kartezjusz byt jednym z tych matematykow XVII w., ktéry
najbardziej przyczynit si¢ do stosowania 1. ujemnych w algebrze 1 geometrii,
aczkolwiek w swoich pracach matematycznych (Geometria, Ly 1649, I-11, A
1659-1661%, 1683%) pierwiastki dodatnie rownan algebraicznych uwazat za
prawdziwe (vraies), w przeciwienstwie do pierwiastkow falszywych (racines
fausses), czyli ujemnych. Jednak taczyl obie te kategorie w pojeciu
pierwiastkow rzeczywistych (réelles), w przeciwienstwie do pierwiastkow
urojonych (imaginaires). W swojej Geometrii, ustalajac zwiazek pomig¢dzy
metodami komputacyjnymi opracowanymi teoretycznie w arytmetyce a
konstrukcjami  geometrycznymi, Kartezjusz zainicjowal nowy dziat
matematyki — geometri¢ analityczna, oraz przyczynil si¢ do rozszerzenia
pojecia 1. Poniewaz wyniki wszystkich dziatan na odcinkach musza prowadzié¢
do odcinkéw, to dowolny odcinek wyrazony w stosunku do odcinka
jednostkowego stawatl si¢ ekwiwalentem rozszerzonego pojgcia 1. Kartezjusz
utozsamil  odcinki ~ wspOlmierne z  odcinkiem = jednostkowym =z
odpowiadajacymi im . catkowitymi i wymiernymi, ale stosowat ten sam
termin 1. (nombre) takze do odcinkow niewspotmiernych, do tzw. L
niewymiernych. Jednak w tym przypadku nie nazywat takich obiektow po
prostu L., ale ,,liczbami gluchymi” (nombres sourds).

Pojgcie 1. wymiernej jako rozszerzenie pojgcia l. naturalnej ugruntowat 1.

Newton w swojej Arytmetyce uniwersalnej, czyli ksiedze o syntezie 1 analizie
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arytmetycznej (Arithmetica universalis sive de compositione et resolutione
arithmetica liber, C 1707). W pracy tej stwierdzit explicite, ze 1. nie nalezy
utozsamiac z l. naturalng rozumiana jako zbioér jednostek okreslonego rodzaju,
ale z abstrakcyjnym stosunkiem jakiejkolwiek wielkosci do drugiej wielkos$ci
tego samego rodzaju, przyjetej za jednostke. Wg Newtona, 1. moga
wystepowaé w trzech postaciach: jako I. catkowite, utamkowe (wymierne) 1
niewymierne (surdus). Cho¢ newtonowskie rozumienia 1. zostalo szeroko
rozpowszechnione przez Ch. Wolffa i L. Eulera, to tzw. l. gluche nie zostaty w
peini zaakceptowane jako obiekty tego samego typu co 1. wymierne. W pot.
XVIII w. probowano asymilowac pojecie 1. niewymiernej za pomoca pojecia
granicy przyblizen wymiernych (A. G. Kistner), ale nie byly to proby w pelni
udane, gtownie z powodu bgdacego dwczesnie w uzyciu niejasnego pojgcia
granicy.

W sposob Scisty 1. catkowite 1 wymierne zostalty wprowadzone do
matematyki dzigki pracom K. Weierstrassa, ktory na poczatku drugiej pot. XIX
w. podal model arytmetyki 1. calkowitych w arytmetyce 1. naturalnych. L.
catkowite utozsamit z uporzadkowanymi parami 1. naturalnych <m, n>. W
przypadku, gdy pierwsza 1. byla wigksza od drugiej, uporzadkowana para
reprezentowata 1. calkowita dodatnia; w przypadku, gdy pierwsza l. byta
mniejsza od drugiej, uporzadkowana para reprezentowata 1. catkowita ujemna,
za$ w przypadku réwnosci obu 1. — 1. catkowita 0.

L. calkowite zdefiniowal Weierstrass jako klasy abstrakcji wzgledem
pewnej relacji rtOwnowaznosciowej (zwrotnej, symetrycznej i przechodniej) w
zbiorze uporzadkowanych par l. naturalnych. W analogiczny sposdb zostal
skonstruowany model arytmetyki 1. wymiernych w dziedzinie 1. catkowitych.
L. wymierne w tym modelu sa zdefiniowane jako klasy abstrakcji w zbiorze
uporzadkowanych par 1. calkowitych.

L. rzeczywiste. Pojgcie l. rzeczywistej zwiazane jest z operacja pomiaru
oraz z konieczno$cig wyrazania wyniku dowolnych operacji wykonywanych na
. Poszukiwanie genezy tego pojecia musi zatem prowadzi¢ do zagadnien
uktadoéw numeracji pozwalajacych na zapisywanie z dowolnym przyblizeniem
kazdej takiej 1. Z drugiej strony — mozliwo$¢ dysponowania systemem
numeracji pozwalajacym na symboliczne przedstawianie wyniku kazdego

pomiaru 1 kazdego rachunku prowadzi do prototypu pojgcia 1. rzeczywiste;j.

Liczba PEF - © Copyright by Polskie Towarzystwo Tomasza z Akwinu



Rudymentarne pojgcie 1. rzeczywistej zaklada, ze 1. uwazamy za dana
wowczas, gdy mozemy znalez¢ jej warto$¢ przyblizona z dowolnym stopniem
aproksymacji.

Na gruncie zasad konstruktywizmu pojgcie 1. niewymiernej rozwazat R.
Dedekind (1831-1916). W pracy pt. Stetigkeit und irrationale Zahlen (Brau
1872, 1960°) rozwinat teorie 1. niewymiernych, wykorzystujac koncepcje tzw.
przekrojow (zw. dzisiaj przekrojami Dedekinda). Z uwagi na analogie z teoria
niewymiernosci Eudoksosa przedstawiona w V ksigdze Elementow Euklidesa
nazywana jest takze teoria Dedekinda-Eudoksosa, ale metoda zaproponowana
przez Dedekinda nie jest jedynie wulepszonym wariantem teorii
proporcjonalnos$ci Eudoksosa, gdyz — jak zauwazyt to juz Dedekind — zasady,
na ktorych zbudowana jest starozytna teoria  proporcjonalno$ci, sa
niewystarczajace do otrzymania pelnej teorii 1. rzeczywistych jako stosunkow
wielkosci reprezentujacych 1. wymierne. W metodzie zaproponowanej przez
Eudoksosa nie ma powotania si¢ na aksjomat ciagtosci, ktéry jest explicite
wymieniony przez Dedekinda.

Innym sposobem wprowadzenia pojecia 1. niewymiernej za pomoca pojecia
granicy ciagébw l. wymiernych byta konstrukcja zaproponowana przez Ch.
Meéraya (1869-1872) i — niezaleznie — przez G. Cantora. W tej konstrukcji
wprowadza si¢ pojgcie tzw. ciagow Cauchy’ego (oryginalnie ciagow
podstawowych lub tzw. wariantoéw). Za pomoca tych ciagdw, ktore sa zawsze
zbiezne, wykazuje sig, ze mozliwe sa wszystkie dziatania na l. niewymiernych.
Tym samym wprowadza si¢ pojecie 1. rzeczywistej, ktorej szczegdlnymi
przypadkami sa 1. wymierne i l. niewymierne.

ODZIALYWANIE KONCEPCJT LICZBY NA FiLozorie. W ramach filozofii gr.
najbardziej znaczacy wktad do rozwoju pojecia 1. wniesli pitagorejczycy,
Platon, Arystoteles oraz neopitagorejczycy. W pierwotnym pitagoreizmie I.
pojmowano jako zbiory punktow tworzacych okreslone figury geometryczne,
stad okreslenia: ,liczby trojkatne”, ,kwadratowe” itd., ale rownoczesnie jako
archetypy 1 symbole rzeczy. Wg tego ujecia wszystkie 1. sa konstytuowane
przez dwie zasady — nieskonczona doskonala Monadg¢ oraz przez stworzona
niedoskonata Diadg. Kontynuacja, ale zarazem istotna modyfikacja
pierwotnych doktryn pitagorejskich na temat 1. byty koncepcje wysunigte przez

Filolaosa. Na podstawie zachowanych fragmentow nauki pitagorejskiej o 1.
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mozna stwierdzi¢, ze Filolaos staropitagorejska doktryng o 1. — zasadzie
wszechrzeczy potaczyt z koncepcja harmonii; m.in. utozsamial z 1. uktady
elementéw nieograniczonych (bezkres) i ograniczajacych; 1. pojmowal jako
konieczny warunek poznania i1 nieseparowalny sktadnik harmonii. Wg
swiadectwa Stobajosa (Anthologia, 1 21), nic nie moze by¢ ani poznane, ani
nawet pomyslane, jezeli nie zawiera w sobie liczby.

W aspekcie kosmologicznym harmonia jawi si¢ jako zrédto (przyczyna)
kosmosu, natomiast 1. przejawia si¢ w szczegdtowych aspektach rzeczy i
stosunkoOw pomigdzy rzeczami. Filolaos niekiedy utozsamial rzeczy z 1., ale
rownoczesnie twierdzil, ze harmonia-l. jest ontyczna podstawa kosmosu. W
ontologii Filolaosa 1. jest nie tylko zrédlem fadu (kosmosu), ale takze
kategoria, ktorej w hierarchii bytdw przystuguje najwyzsze miejsce. L. jest
bytem prawdziwym w tym sensie, ze dzialanie 1.-harmonii zestroito kosmos z
elementu ograniczonego 1 nieograniczonego oraz z prawdy i falszu. L. jest
zatem prawda kosmosu. Idac za intuicjami pitagorejczykéw, zwi.
akuzmatykow, Filolaos rozwinal takze — do pewnego stopnia ja modyfikujac —
staropitagorejska symbolike 1. O ile w starej doktrynie pitagorejskiej 1. ,,10”
oraz tzw. arcyczworka (tzn. tetpoxtig [tetraktys] — 4 pierwsze 1. naturalne
powiazane w rozmaite zwiazki, wizualizowane za pomoca figury
geometrycznej skladajacej si¢ z punktéw) byly symbolicznym wyktadnikiem
struktury §wiata (kosmosu), to dla Filolaosa l. te symbolizowaly byt i sitg oraz
czynnik organizujacy kosmos.

W nurcie badawczym reprezentowanym przez tzw. matematykow badano
takze arytmetyczne wlasnosci 1. Filozofowi ci po raz pierwszy — w ramach
kultury gr. — badali prawa, jakim podlegaja 1., formulujac wiele zaleznosci
(m.in. podali prawa podzielnosci 1. naturalnych). Odkryli istnienie 1.
pierwszych, zw. przez nich 1. liniowymi, gdyz nie dawaly si¢ przedstawi¢ w
postaci iloczynu dwoéch czynnikéw rdznych od jednosci. Obok 1. liniowych
wyrdznili 1. prostokatne, dla ktorych powyzsza operacja byta wykonalna oraz 1.
brylowe, redukujace si¢ do trzech czynnikow liniowych. Gitowna zastuga
matematykoéw pitagorejskich bylo jednak odkrycie niewspdimiernosci, ktore
wykorzystali  w celu przebudowania matematyki na podstawach

geometrycznych, z uwagi na to, iz 1. nie sa w stanie odda¢ wszelkich
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mozliwych stosunkow pomigdzy wielko$ciami geometrycznymi (odcinki
niewspoimierne).

Ze swoista rekonstrukcja pogladow pitagorejczykéw na temat 1. spotykamy
si¢ u Arystotelesa (Met., 985 b — 986 a, 1080 b), wg ktorego ,,[...] tak zwani
pitagorejczycy pierwszy zajawszy si¢ naukami matematycznymi nauki te
rozwingli, a zaprawiwszy si¢ w nich sadzili, ze ich zasady sa zasadami
wszystkich rzeczy. [...] dostrzegli tez w liczbach wilasciwosci 1 proporcje
muzyki; skoro wigc wszystkie inne rzeczy wzorowane sa, jak im si¢ zdawato,
w calej naturze na liczbach, a liczby wydaja si¢ pierwszymi w calej naturze,
sadzili, ze elementy liczb sa elementami wszystkich rzeczy, a cale niebo jest
harmonia 1 liczba. [...] pitagorejczycy przyjmowali jeden rodzaj liczb,
mianowicie liczb¢ matematyczna; ale sadzili, ze nie jest oddzielona, lecz z niej
sa utworzone wszelkie substancje zmystowe. Tworzyli mianowicie caty swiat z
liczb, ale nie z liczb zlozonych z abstrakcyjnych jednostek; przypuszczali
bowiem, ze jednostki maja wielko$¢ przestrzenna” (thum. K. Les$niak).

Wg $wiadectwa Arystotelesa (tamze, 987 b — 988 a), Platon przyjmowal, ze
rzeczy istnieja dzigki uczestnictwu w 1. oraz utozsamiat formy z 1. W ujeciu
Platona 1. dziela si¢ na 2 rodzaje: 1) 1. matematyczne, ktére sa najnize] w
hierarchii doskonatosci w ramach §wiata idealnego; 2) 1. idealne
(metafizyczne), rozumiane jako zrodto idei i istoty 1. matematycznych, a tym
samym nie nadajace si¢ do wykonywania na nich dziatan arytmetycznych. L.
idealne konceptualizowat Platon jako syntetyczna strukturge jednosci w
wielo$ci, ktora charakteryzuje wszystkie poziomy rzeczywistosci i wszystkie
byty na kazdym z poziomoéw ontologicznych. L. idealnych wg Platona bylo
tylko 10, gdyz pozostale mozna bylo do nich zredukowaé. Idee i1 1. sa
wzajemnie powiazane, ale w aspekcie ontycznym nie utozsamiaja sig, gdyz
zadna idea nie sprowadza si¢ do okreslonej 1. Platon podzielat racjonalistyczne
stanowisko gr. matematykow w zakresie 1. matematycznych, ktére pojmowat
jako relacje wielkosci i czgsci wielko$ci, co prowadzito do oznaczania relacji
za pomoca l. matematycznych.

Arystoteles odrzucit pitagorejsko-platonska koncepcj¢ 1., przyjmujac, ze 1.
nie sa substancjami, ale bytami wtornymi wobec substancji. Wg Arystotelesa
do pojgcia 1. dochodzimy abstrahujac od wtasnosci obiektow podpadajacych

pod zmysty 1 uzyskujac na tej drodze abstrakty umystu. Mozliwe sa roézne
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sposoby istnienia 1., ale po zbadaniu okazuje sig, ze ,,[...] liczba 1 wielkosci
przestrzenne nie moga istnie¢ poza rzeczami’ (tamze, 1086 a).

Najbardziej wyrafinowane poj¢cie 1. mieli neopitagorejczycy, ktoérzy — w
nawiazaniu do Platona — nie pojmowali l. jako zasad, ale jako znaki 1 oznaki
zasad. Precyzujac wstgpne dystynkcje wprowadzone w szkole pitagorejskiej 1
platonskiej, neopitagorejczycy wprowadzili rozroznienie na: 1) 1. ontologiczno-
metafizyczne; 2) I. teologiczno-teozoficzne. Wg Moderatosa z Gades, 1. nie sa
konwencjonalnymi symbolami, ani tym bardziej abstrakcjami, ktorym
odpowiadaja jedynie nazwy. L. wyrazaja metafizyczng strukture $wiata i
oddaja naturg rzeczy, ktora jest okreslona przez stosunki 1. (proporcje). Inny
neopitagorejczyk — Nikomachos z Gerazy poszedt dalej, twierdzac, ze 1. nalezy
oddawa¢ cze$¢ boska, gdyz poszczegdlnym 1. (od 1 do 10) mozna
przyporzadkowaé réznych  bogdéw. Szczegdlne znaczenie w  tym
przyporzadkowaniu miata 1. ,,jeden” (Monada) — byla ona nie tylko najwyzsza
zasada, ale takze zrodltem Diady, taczac w sobie funkcje formy i1 materii. W
alegorycznym przedstawieniu Monady nazywano ja ,,zbiornikiem wszystkich
racji zalazkowych”, Chaosem, Mieszanina, Ciemnoscia i Mrokiem. Nikomach
z Gerazy w traktacie Fioaywyn dpiguntikn [Eisagogé arithmetiké] (Wstep do
arytmetyki) poswigconym arytmetyce l. naukowych (&monpovikol dpibpot
[episemonikoi arithmoi]) trafnie scharakteryzowat poglady
neopitagorejczykow na rolg 1. w kosmosie. Wg tego §wiadectwa: ,,Wszystko,
co natura systematycznie rozmiescita we Wszech§wiecie, wydaje sig —
zarowno w swej catosci, jak 1 w czeSciach — jak gdyby z géry okreslone i
uporzadkowane wedle Liczby przez zapobiegliwos¢ i1 mysl Tego, ktory
stworzyl wszystkie rzeczy. Albowiem wzorzec, poniekad wstepny szkic, byt
juz ustalony na skutek wszechwtadzy Liczby preegzystujacej w umysle Boga,
stworcy $§wiata — liczby-idei pod kazdym wzgledem absolutnie niematerialne;,
bedacej jednak zarazem prawdziwa i1 wieczng esencja; stad tez zgodnie z
Liczba, jak gdyby podilug planu artysty, zostaly stworzone wszystkie te rzeczy
— Czas, ruch, nieba, ciala niebieskie tudziez wszystkie cykle wszystkich
rzeczy” (cyt. za: M. C. Ghyka, Zlota [., 24).

Neopitagorejczycy rozwingli mistyke 1. (arytmologig), ktora przejgto
wczesne chrze$cijanstwo, adaptujac ja na gruncie tradycji biblijnej 1

rozbudowujac w duchu chrzescijanskim. Egzegeci aleksandryjscy (m.in.
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Klemens Aleksandryjski, Filon z Aleksandii) uczynili arytmologi¢ gtéwnym
sktadnikiem alegorycznej wyktadni Pisma Swietego. Do tej tradycji
nawiazywal juz §w. Ambrozy, ale gtownie $§w. Augustyn z Hippony, ktory
wyktadni¢ t¢ doprowadzil do skrajnosci i1 utwierdzit w przekonaniu, ze ,,[...]
nie mozna |[...] lekcewazy¢ nauki o liczbach: ci, ktérzy bacznie si¢ przygladaja,
z licznych miejsc Pisma $wigtego zupelnie wyraznie widza, jak wysoko
powinno si¢ ja ceni¢” (O panstwie Bozym, ttum. W. Kornatowski, Wwa 1977,
ksigga 11, rozdz. XXX 43). Augustyn traktowat 1. zarazem jako zasadg
porzadku (formy, proporcji), jak i pigkna (doskonatosci), a nawet prawa. W
interpretacji Augustyna, ktory w duzej mierze podazat sladami Plotyna, idee sa
wiecznymi (atemporalnymi) 1., ciala natomiast — 1. temporalnymi,
rozwijajacymi si¢ w czasie w kolejnych stadiach rozwojowych (jak roslina,
ktora kietkuje, rosnie, kwitnie i wydaje nasiona), ale nie tylko, gdyz mozna je
traktowac takze jako catosci skladajace si¢ z 1. uporzadkowanych 1 1. czgsci
wzajemnie wzgledem siebie rozmieszczonych. W szczegolnosci racje
zalazkowe sa l. ukrytymi, a ciala . uzewngtrznionymi.

L. (arytmetyczne) sa — wg Augustyna — obrazem hierarchii bytow, gdyz
zaczynaja si¢ od doskonatej monady (jedynki), a koncza si¢ na przypadkowych
wartosciach, podobnie jak w hierarchii rzeczywistych bytow, ktére biora
poczatek w najwyzej jednosci — w Bogu, za$ koncza na mniej doskonatych
jednostkach. Augustyn w swoich pismach podawat tez alegoryczna
interpretacje 1. wystepujacych w Pismie Swietym; np. pisal o szdstce, ze nie
tylko jest doskonata z uwagi na racje podawane przez (neo)pitagorejczykow
(m.in. to, ze znajduje si¢ ,,w $rodku liczb parzystych”, migdzy 2 a 10), ale
takze dlatego, Ze jest to 1. dni stwarzania $wiata przez Boga. Sw. Augustyn
proponujac podziat dziejow $wiata na epoki, z uwagi na 1. dni stworzenia
przyjat, ze takze bedzie ich 6.

Alegoryczna wykladnia 1. dotarta do kultury $redniowiecznej Europy za
posrednictwem pism $w. Augustyna (zwl. dzigki jego Ennarationes in
Psalmos) oraz r6znego typu kompilacjom, z ktérych najbardziej znaczaca byta
praca Eucheriusza z Lyonu pt. Formulae spiritualis intelligentiae ad Uranium,
a takze zalezne od pism Nikomacha z Gerazy, Augustyna, Eucheriusza i
Boecjusza kompilacje Kasjodora: Expositio Psalmorum oraz (po$wigcona

sztukom wyzwolonym) druga ksiega Institutiones. Pisma te wptyngly nie tylko
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na filozoficzno-teologiczne spekulacje tego okresu, ale takze na budownictwo
koscielne romanskie 1 gotyckie, az do czaséw baroku. Tym samym motyw
adaptacji wynikéw spekulacji liczbowych w architekturze, ciagnacy si¢ od
czasow budowy egip. piramid, przez imponujace konstrukcje $wiatyn gr. i
rzymskich, w czasach budowy $redniowiecznych katedr zyskat nowy wymiar.
Czegsto prawdy wiary byly zawierane w liczbowych proporcjach lezacych u
podstaw zasad architektonicznych sredniowiecznych budowli sakralnych.

Zasady arytmologii byly rozwijane takze w pdznym S$redniowieczu i
renesansie, gdyz dziedzictwo neopitagoreizmu wzmocnione tacinska tradycja
szkoty w Chartres uzyskalo w tym czasie nowe perspektywy rozwoju. Mikotlaj
Kuzanczyk probujac wnie$¢ takze do teologii biblijnej typowa dla via
pitagoreica fascynacj¢ tajemniczoscia liczb napisat: ,,[...] dzigki liczbie
uzyskali§my mozno$¢ zrozumienia, iz nienazywalnemu Bogu wlasciwsza jest
absolutna jednos$¢, gdyz Bog to Jedno bedace w akcie wszystkim, czym by¢
moze” (O oswieconej niewiedzy, thum. 1. Kania, Kr 1997, 55).

Idacy za Kuzanczykiem Bernhard von Waging w swojej Defensiorum
laudatorii Doctae Ignorantiae byt gleboko przekonany, ze symbolika 1.
wypracowana przez neopitagorejczykdw moze by¢ pomocna w praktyce
mistycznej, pomagajac zrozumie¢ to, co ze swej istoty jest niewyrazalne i
nieprzekazywalne. Takie rozumienie 1. sprawiato, Ze adepci studium
teologicznego mieli do dyspozycji, w celu zglgbienia ,,enigma ad venationem”
Boga 1 spraw Bozych, rozbudowany system symboli, ktory mial ulatwié
realizacj¢ intelektualnej strony dos$wiadczenia mistycznego. Orientacje te
wspierat autorytet Jakobusa Fabera Stapulensisa (Jakub Lefévre d’Etaples),
ktory pisat o potrzebie postugiwania si¢ zasadami arytmetyki w teologii. Watek
ten znajdowat silne wsparcie w samym Pi$mie Swigtym, ktéore w wielu
miejscach (m.in. Mdr 11, 20; Syr 1, 9; Mt 6, 27; 10, 30) wspomina, ze Bog
uformowat natur¢ kazdego bytu i dokonal stworzenia §wiata wg 1., miary i
wagi.

W  zwiazku z kryzysem arystotelesowskiej filozofii przyrody 1
scholastycznej dialektyki w przekonaniu wielu przedstawicieli renesansowej
filozofii przyrody (m.in. G. Pico della Mirandola) malata warto§¢ dyskursu
logicznego na rzecz kabaty rozumianej jako droga docierania do duchowe;j

istoty rzeczy przez interpretacj¢ roznych znakow, zwl. 1. Zauwazono wowczas
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liczne podobienstwa pomig¢dzy zydowska kabala a pitagorejska metafizyka 1.
Konstatacja ta byla dobrze osadzona w zrodtach, gdyz zydowska kabata ma 2
komponenty: starozytna magi¢ egip. i aleksandryjska arytmologie, w ktorej
mistyka 1. (dekada, pentada, tetraktys) petnila zawsze zasadnicza rolg. Z
arytmologicznym watkiem kabaly wiaza si¢ tez praktyki mantyczne,
wykorzystujace  transpozycje symboli astrologicznych do  symboli
numerycznych, a takze techniki dewinacyjne i teurgiczne stosujace rdznego
typu kombinacje 1. i przyporzadkowanym im cyfr oraz metodg permutacji stow,
cyfril. (tzw. gematria, notarikon, temura). Techniki te rozwingty si¢ w ztozony
system mantyczny (numerologia), ktéry — cho¢ wypierany przez kulture
scjentystyczna — znajduje we wspolczesnym Swiecie trwale miejsce w ramach
réznego typu ruchow neognostycznych we wspodlczesnej formacji ideowej zw.
New Age.

Rozwo6j nowozytnego empiryzmu wplynal nie tylko na zamiang profilu
tradycyjnej problematyki filozoficznej, wprowadzajac analizy
epistemologiczne w miejsce rozwazan dotyczacych bytu, ale takze
spowodowat, ze przedmiotem zainteresowania filozofow stala si¢ nie tyle 1., co
idea 1. W empirystycznej filozofii J. Locke’a 1. — obok przestrzeni, trwania 1
nieskonczonosci — byta traktowana jako egzemplifikacja tzw. modi prostych.
Wg Locke’a, modi liczby maja natur¢ addytywna (koncepcja l. tworzonej przez
dodawanie jedno$ci), za$ proste modi 1. sa najbardziej wyrazne wsrod
modyfikacji innych idei. Idea 1. jest tez najprostsza 1 najpowszechniejsza. Idee
1. sg tatwiejsze do odrdznienia od idei rozciaglosci, za§ dowody dotyczace 1. sa
najscislejsze. Poza tym — zdaniem Locke’a — 1. daje najjasniejsza ideg
nieskonczonosci.

Nowa orientacja w filozofii nowozytnej spowodowatla, ze tradycyjna
problematyka metafizyki 1. =zostatla zastagpiona szeregiem zagadnien
dotyczacych réznych epistemicznych aspektow koncepcji 1., w tym genezy i
rozwoju tej podstawowej kategorii matematyki. W tym nurcie oryginalna
koncepcje genezy 1. opracowat — na podstawie ogdlnych zatozen sensualizmu —
E. B. de Condillac, ktory uwazal, ze ideg 1. tworzy przypominanie kilku
réznych kolejnych wrazen. Wychodzac z odmiennych zatozen 1. Kant pojat 1.
jako schemat wielkosci. Wg niego pojecia poszczegoélnych 1. naturalnych

wytwarzane sa przez odnoszenie kategorii ilosci do takiej formy naocznosci,
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jaka jest czas pojety — w opozycji do czasu empirycznego — jako czysto
naoczna forma nastgpstwa.

Status oNTOLOGICZNY LiczBY. Filozoficznie problemem najbardziej doniostym
jest zagadnienie istnienia 1. Na gruncie filozofii matematyki problem ten byl
rozstrzygany réznie dla poszczegdlnych zbiorow 1. Najmniej kontrowersyjne
jest istnienie . naturalnych, ale juz realne istnienie 1. rzeczywistych, ale jeszcze
bardziej istnienie tak abstrakcyjnych obiektow, jak kwaterniony, oktawy
Cayleya czy l. p-adyczne (z nieskoficzona liczba cyfr) jest trudne do
zaakceptowania przy zalozeniach konstruktywistycznego (intuicjonistycznego)
programu metamatematycznego.

W  zaproponowanej przez L. E. J. Brouwera wersji intuicjonizmu,
zdecydowanie skierowanej przeciw platonizmowi (realizmowi pojgciowemu),
jak 1 nominalizmowi, zawierajacej natomiast ontologiczna tezg
konceptualizmu, glosi sig, ze matematyka jest wolnym wytworem ludzkiego
rozumu. Pociaga to za soba ontologiczna tezg, zgodnie z ktora istnie€ to tyle,
co by¢ skonstruowanym w skonczonym ciagu operacji. Stanowisko to
implikuje odrzucenie aktualnej nieskonczonosci, w szczego6lnosci za$ odrzuca
istnienie zbioro6w nieprzeliczalnych oraz kardynalnych 1. pozaskonczonych
innych niz ¥, (Alef zero — symbol oznacza moc zbioru nieskonczonego
przeliczalnego). Zgodnie ze stanowiskiem konceptualistycznym — w wersji
mentalistycznej — 1. istnieja jedynie w $wiadomo$ci poznajacego
(konstruujacego) je podmiotu. Stanowisko konceptualistyczne moze jeszcze
wystgpowaé w wersji obiektywistycznej 1 finitystycznej. W  wersji
obiektywistycznej dopuszcza sig, ze konstrukcje (l.) istnieja niezalezne od
podmiotu, ale istnienie obiektéw, z ktorych maja by¢ konstruowane, musi by¢
intuicyjnie oczywiste. Natomiast w wersji finitystycznej, ktora zbliza si¢ do
stanowiska nominalistycznego, postuluje si¢, by konstrukcje ograniczy¢ do
przeksztalcenia obiektow czasowo-przestrzennych (napisow).

Odmiennie problematyka istnienia 1. wyglada w logicyzmie, ktory
najczesciej stowarzyszony jest z ontologicznym realizmem (G. Frege).
Woéwecezas — jak ujmuja to zwolennicy tego stanowiska — pojecia matematyczne,
zwl. 1. istnieja niezaleznie od poznajacego je umystu (tzn. niezaleznie od
naszych definicji i konstrukcji), nie redukuja si¢ tez — jak postuluja to

nominali$ci — do nazw (napisOw).
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Wg nominalistow, ktérych znajdujemy w roéznych nurtach filozofii
matematyki, m.in. w formalizmie (H. B. Curry), ale takze w logicyzmie (m.in.
B. Russell), istnieja tylko przedmioty jednostkowe, a wszelkie wypowiedzi o
innych obiektach mozemy zinterpretowaé jako wypowiedzi o indywiduach.
Formalistyczne rozumienie matematyki zaktada, ze jej przedmiotem (D.
Hilbert) sa konkretne symbole o bezposrednio rozpoznawalnej strukturze lub —
inaczej ujmujac — uktad tresSciowo niezinterpretowanych, ale S$cisle
zaksjomatyzowanych wyrazen sformalizowanego jezyka. Istnienie jest
wowczas redukowane do kryterium wewngtrznej niesprzeczno$ci. L. istnieja
jako nieprowadzace do sprzecznosci formuly jezyka poszczegdlnych teorii
matematycznych.

W zaleznosci od tego, jak rozumie si¢ indywiduum, wyrdézniamy
(neo)nominalizm formalny i merytoryczny. Wg zwolennikdw stanowiska
nominalistycznego formalnego (m.in. N. Goodman, H. Field) odrzuca sig
zbiory z uwagi na to, ze sa niedefiniowalne; dopuszcza si¢ natomiast istnienie
innych obiektow tylko wowczas, gdy traktowane sa jako przedmioty
indywidualne. Zgodnie z tym stanowiskiem, 1. istnieja tylko jako nazwy
indywidu6éw. Natomiast (neo)nominalizm merytoryczny znajduje zwolennikow
wsréd  przedstawicieli  skrajnej wersji  nominalizmu, tzw. reizmu (T.
Kotarbinski), ktory dopuszcza istnienie tylko okreslonego typu przedmiotéw
jednostkowych — konkretnych cial fizycznych. Wg tego stanowiska 1. mozna,
co najwyzej, utozsamia¢ z ciatami fizycznymi, na ktérych sa zapisane. W
ramach tego stanowiska postuluje si¢ nie tylko eliminowanie z jezyka
matematyki nazw pojg¢ ogdlnych (np. zbidr), ale nawet nazw poszczegélnych

1. naturalnych.
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	LICZBA (gr.  [arithmós], łac. numerus, od indoeuropejskiego rdzenia, oznaczającego udział lub porcję, gr.  [nomos]) – jedno z podstawowych pojęć ludzkiego poznania występujące już w czasach prehistorycznych, rozwinięte w takich dziedzinach kultury, jak nauka (matematyka, fizyka), filozofia (logika, epistemologia) oraz religia (symbolika religijna). 
	Pojęcie l. w matematyce miało zasadnicze znaczenie cywilizacyjne dla ludzkości; oddziaływało też z filozofią, modyfikując poglądy na temat tego, co ponadzmysłowe. 

